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OZET: Miihendislik malzemelerinin biinye denklemleri ve bu bagintilardaki invaryant parametreler ¢agdas siirekli
ortamlar mekanigine 6nemi giin gegtikge artan bir 6neme sahiptir. Bir siirekli ortamin davranisini matematiksel olarak
ifade edebilmek igin serbest enerjisinin bagli oldugu argiimanlar ifade edildikten sonra, argiimanlarin invaryant
formlarmin tespit edilmesi gerekmektedir. Bu argiimanlar genellikle simetrik ve/veya anti simetrik matrisler ya da polar
vektorler seklindedir. Gergeklestirilen ¢aligmada vektorlerin ve tensoriin invaryantlari, indirilebilen ve indirgenemeyen
invaryantlarin yaninda tamlik bazlar1 da incelenmigtir. Calismada Cayley-Hamilton teoreminin invaryantlar teorisine
uygulamalar1 incelenmistir. Uygun ortogonal grup i¢in tamlik bazlarini olusturan matris ¢carpimlarinin trace degerleri dort
adet simetrik matris icin ¢izelge halinde verilmistir. Son agamada ise simetrik matrislerin invaryant degerleri MATLAB
programi araciligiyla elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Anizotropi, Biinye Denklemleri, Invaryantlar, izotropi, MATLAB Programlama, Ortogonal
Gruplar, Tamlik Bazlart.

INVARIANTS TO DETERMINE CONSTITUTIVE EQUATIONS OF
CONTINUUM MECHANICS

ABSTRACT: The constitutive equations of engineering materials and the invariant parameters in these relations have an
increasing importance in contemporary continuum mechanics. In order to express the behavior of a continuum
mathematically, after the arguments on which the free energy depends, the invariant forms of the arguments must be
determined. These arguments are usually in the form of symmetric and/or antisymmetric matrices or polar vectors. In this
study, invariants of vectors and tensors, in addition to reducing and irreducible invariants, were also investigated. In this
study, the applications of Cayley-Hamilton theorem to the theory of invariants are examined. The trace values of the
matrix multiplications that form the completeness bases for the appropriate orthogonal group are tabulated for four
symmetrical matrices. In the last stage, invariant values of symmetric matrices were obtained through the MATLAB
program

Keywords: Anisotropy, Constitutive Equations, Invariants, Isotropy, MATLAB Programming, Orthogonal Groups,
Completeness Bases.
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1.GIRIS

Bilimsel arastirmalarda invaryant parametrelerin belirlenmesi olduk¢a &nemlidir. Invaryant
parametre incelenen proses i¢in degismeyen parametre anlamina gelmektedir. Miihendislik
problemlerinde  degisen parametreler degismeyen parametreleri  dikkate alarak
belirlenmektedir. Ornegin bir matriste kdsegen elemanlarinin toplami invaryant bir
parametredir. Farkli alan biiytikliikleri arasinda gecerli olan malzemenin yapisal 6zeliklerinden
kaynaklanan biinye denklemlerinin belirlenmesinde 6nemli olan konulardan birisi de izotrop
ortamlar igin invaryant parametrelerin belirlenmesidir. Invaryant; bir vektdr veya tensoriin
bilesenlerinden meydana gelen ve koordinat doniisiimiinden etkilenmeyen biiyiikliikliilere
verilen bir isimdir. Literatiirde tamlik bazlari, invaryantlar ve jeneratorlere ait bir cizelge ile
vektorel ve tensorel formlarin invaryantlart matematiksel olarak detayli bir sekilde verilmistir
[1]. Matematiksel olarak elde edilen invaryant parametrelerinin bulundugu vektor ve tensor
degerli fonksiyonlarin temsilinde ise polinomlardan yararlanilmaktadir [2-3].

1.1. Vektorlerin ve Tensorlerin invaryantlar
Gergeklestirilen g¢alismada {i¢ boyutlu o6klid uzayinda kullanilan vektorler ve tensorler

incelenmistir. Bu nedenle de calismada ikinci dereceden simetrik ve anti simetrik tensorler

U EH )
kullanilmistir. Calismada 6zel vektor olarak ~ - -~ ve dik kartezyen koordinat sisteminde
(X;, i=1,2,3) bilesenleri ise U;,V;, W; ile ifade edilecektir. Vektor ciimlesi ise o vektor
ailesine ait bir jenerik olarak U, ile ifade edilecektir. Bu jenerik vektoriin X; sistemindeki

bilesenleri ise Ui(r)seklinde gosterilecektir. U vektorii ile iliskili bir anti simetrik matris 4
matrisi denklem la ve denklem 1b’de tanimlanmustir.

u= [uij]: —Up, 0 uy (1a)

u; =2, U, (1b)

Denklemde e;;; figiincii dereceden permiitasyon tensorii olup i,j,k indisleri icin gift
permiitasyonlarinda e;;; = 1, tek permiitasyonlarinda e;j, = —1 iken diger tiim durumlarda
ise e;j; = 0 olmaktadir. Denklem 1°de verilen matematiksel ifadeyi asagidaki gibi yazabiliriz.

(Uij)eij = (eiijk)eijl

Uijeiji = 26k Uy (2)
1

Ul = EUl-jeiﬂ

o U . : . U
Benzer bir bigimde anti simetrik bir =" matrisin elemanlari Ul.(jr) ve bilesene ait vektor ise ~r

ile gosterilecektir. Matrislerin simetrik ya da anti simetrik olmasma bakmaksizin X;

sistemindeki ikinci dereceden tensor bilesenleri; m;;, nyj, ..., t;j, simetrik tensor bilesenleri
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aj, bij, ..., fij, antisimetrik tensor bilesenleri x;;,y;;, z;; ile gosterilirken genel simetrik ve

™ @ (@
ij »Qij o Xij
notasyonu kullanarak yukarida belirtilen tensorlerin  3x3 boyutundaki matris formlar1 da
denklem 3 de verilmistir.

ijr-

antisimetrik tensorlerin bilesenleri ise p sembolleri ile ifade edilmistir. Bu

Q:[mij],

([§s8)

=[a1x=[x1p =[p’la =[aPlx =[x"] (3)

1.1.2 indirgenebilen ve indirgenemeyen Invaryantlarin Tamhik Bazlan

Invaryantlar teorisinde baslica problemlerden birisi de degiskenler ciimlesi vektdrler ve
tensorler olan bir grup transformasyon i¢in invaryant ciimlelerini tespit edebilmektir. Bu ciimle
kullanilarak diger invaryantlar tespit edilebilir ve fazladan tekrarlanan hi¢bir eleman icermez.
Bu ¢alismada bagimsiz degiskenleri invaryantlar olan polinomsal invaryantlar kullanilmistir.
Verilen ciimle elemanlarinda polinom olarak ifade edilebilen herhangi bir polinomsal
invaryantin ciimlesi tamlik bazi olarak adlandirilmaktadir. En az sayida eleman igeren tamlik
bazlarina ise minimal tamlik bazi ad1 verilir ve elemanlari indirgenemez.

[lk olarak tensorel hesabin matris cebri ve invaryantlar ile olan ilgisinden dolay1 matris cebrine
ait temel tanimlar verilerek matris polinomlar1 Cayley-Hamilton teoremi ile ifade edilmistir.
Ikinci asamada ise vektdr ve tensdrlerin invaryantlarina ait indirgenebilen ve indirgenemeyen
invaryantlarin tamlik bazlar belirlenmistir. Ugiincii asamada ise ortogonal gruplar i¢in belirli
alt gruplara gore izotropi, transvers izotropi ve kristal siniflar1 ifade edilmistir. Bir sonraki
asamada ise matris polinomlarinin tracelerini (izlerini) ilgilendiren sonuglar vektorel, simetrik
ikinci dereceden tensorlerin invaryantlari belirlenmistir. Besinci asamada vektorlerin ve
tensorlerin polinomsal fonksiyonlar1 agiklandiktan sonra siirekli ortamlar mekanigi i¢erisinde
olusturulan formlarin biinye denklemlerinde nasil kullanildigi MATLAB programinda
uygulamali olarak verilmistir.

Gergeklestirilen ¢aligmada da invaryant parametrelerin 6zelliklerine ve kullanimina ait 6rnek
bir ¢alisma gergeklestirilmistir. Calismada ilk olarak siirekli ortamlar mekaniginde siklikla
kullanilan simetrik matris formlara ait invaryant parametreler incelenmistir. Calismanin ikinci
asamasinda ise MATLAB programi kullanilarak simetrik olarak belirlenen bir, iki, li¢ ve dort
matrise ait sembolik tanimlamalar yapilarak sembolik formda trace degerlerine ait sonuglar
verilmistir.

2. ILGILi CALISMALAR

Gergeklestirilen ¢alisma ile ilgili akademik literatiir incelendiginde stirekli ortamlar mekanigi
kapsaminda invaryantlar teorisi ile ilgili ilk ve 6nemli ¢aligma Rivlin ve Ericksen tarafindan
gergeklestirilmistir. Calismada izotropik malzemelerin gerilme deformasyon bagintilari,
deformasyon kinematigi, izotropik malzemede gerilme kavrami ve transformasyonlar1 yer
degistirme gradiyentlerine gore incelenerek matris cebri kullanilarak invaryantlar ile ilgili
sonuclar elde edilmistir [4]. Bir diger ¢alismada ise matris polinomlari ve izotropik siirekli
ortamlar mekaniginde ¢oklu matrislere ait tamlik bazlar1 ifade edilerek Peona teoreminin
izotropik matris polinomlaria uygulanmasi incelenmistir [5]. Adkins ¢alismalarinda siirekli
ortamin mekaniginde ortotropik ve izotropik malzemelerin simetri iliskilerini inceleyerek
gerilme ve deformasyon tensorlerine dayali siirekli ortamlarinin mekanik davraniglarini
tanimlamada polinomsal bagmtilart kullanmistir [6,7]. Korkmaz, tek fiber ailesi ile takviye
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edilmis elastik ve mikro bosluklu malzemenin linecer olmayan davranisi modern siirekli
ortamlar mekanigi ¢ercevesinde sistematik olarak incelenmistir. Invaryantlar teorisini
kullanarak fiber takviyeli mikro bosluklu elastik bir malzemenin lineer olmayan mekanik
davranisint belirleyen biinye denklemleri elde edilmistir. invaryantlarina gore tlirevlerinin
hesabinda deformasyon tensoriiniin birinci ve ikinci merteben terimleri alinarak gerilmenin ve
gerinme enerjisi yogunlugu degisim hizinin biinye denklemlerinin daha somut bir sekli ortaya
konmustur [8]. Usal, elastik dielektrik hasarli malzemelerin biinye denklemlerine ait genel
ifadeler siirekli ortam hasar mekaniginin temel yasalarindan tiiretilmistir. Sonug¢ olarak,
gerilme, polarizasyon ve gerinme-enerjisi yogunlugunun degisim hizina ait biinye denklemleri
maddesel koordinat sisteminde elde edilmistir [9].

3. MATERYAL ve METOT

Calismanin materyal matris polinomlarinin trace yapilari ve simetrik ikinci mertebeden
tensorlerin invaryantlar1 bagliklarindan olusmaktadir.

3.1. Materyal
3.1.1 Matris polinomlarinin trace yapilar

Calismada indirgeme islemlerinde kullanilacak olan matris ve polinomlar i¢in sonuglar ifade
edilecektir (Spencer, 1971). Calismada siklikla simetrik ve anti simetrik olmayan 3x3 boyutlu

. m=[m |, n=[n ]... [t .

matrisler kullanilmigtir. = [ ii] n=[ ii] It;] 3x3 boyutlu matris olmak iizere bu
matrislerin herhangi bir matris ¢arpim sonucglarin ait matematiksel ifade denklem 4’de
verilmistir.

a A a a B 5 ar  Br S

O=m'n".t'm"n".t -t @)

E]
=

Yukarida verilen denklemde herhangi bir dereceden matrisin sonlu sayida ardisik carpimiyla
elde edilmistir. Denklemdeki a4, B4, ... , §; indisleri pozitif tamsayilar veya sifirdir ayrica higbir

zaman iki komsu faktoriin ayn1 matris kuvveti seklinde yazilmamistir. = carpimin derecesi;

m 0ot matrislerine gore denklem 5'de verilen matematiksel ifade kullanilmaktadir.

o+ P+ +0 o, + B+ .40, +a + S +..+0, (5)
= matrisine gére = 'nin derecesi A&+ gir D matrisine gore ise Bt Bytot B,
e MmNt ) : . m,n,...,t L

dir. ='="""='ye gbre matris polinomlarinin skaler katsayillar1 ='=""""= matrislerinin

elemanlarina gore polinomlar olan ve denklem 4'de verilen sonlu sayidaki elemanlarin
toplamina esittir. Polinom derecesi ise en yiiksek dereceli terim olan T )i terimin derecesidir.
Bir matris ya da polinomun tracesi onun ana kdsegeni tizerindeki elemanlarin toplamina esittir.
Denklem 6'da P matrisinin trace degeri i¢cin matematiksel esitlik verilmistir.
P=Fh

(6)
trP =[R]
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Seklinde ifade edilmektedir. P matrisinin trace degeri ise skaler bir degerdir. Eger matris

carpimi olarak ifade edilen g ifadesi dikkate alinarak denklem 7'de verilen matematiksel ifade
elde edilmektedir.

(7)

Olarak ifade edilebilmektedir. Denklem 7'de verilen matrisin trace degeri denklem 8'de
verilmistir.

trH Hu mlk nkl plq bc CI (8)

=

lg""l ’E

Seklinde ifade edilmektedir. Denklemde verilen

degildir. Denklem 8'in sag tarafinda ifade olan M D38 matrislerin dairesel permiitasyonu

ile degismemektedir. Bu durum denklem 9'da verilen matematiksel ifade ile gosterilmistir.

degerlerinin farkli olmasi sart

1Y)

=

Stm=trp..stm

=

trll=trmnp...st=trnp. )

||'O
i
Il'o
o

Matris ¢arpimlarinin ve polinom tracelerini daha diisiik dereceden matris ¢carpimlarinin traceleri
tiiriinden polinomlar seklinde ifade edilip edilemedigi arastirilmistir. Bir¢cok durumda kesin bir
form kullanilmamakla beraber bdyle bir ifadenin mevcut oldugunu bilmek c¢alisma i¢in yeterli
olacaktir. Bu durum denklem 10'da verilen notasyon ile ifade edilmektedir.

tr g =0 (10)

tr g,

o

Denklem 10'da ifade edilen notasyonu 'nin derecesinin daha diisiik dereceden matris
carpimlarinin traceleri cinsinden bir polinom olarak ifade edilebilmektedir. Denklem 9'da

verilen matematiksel ifade de indirgenebilir bir invaryant olan B olarak ifade edilmektedir.

Bir carpim matris ¢arpimin tracesi ¢arpim faktorlerini dairesel bir degisim ile degistirilemez.
Ayni zamanda transpoze alma islemi matrisin ana kosegenindeki yer alan elemanlar1 etkilemez.
Denklem 6’da verilen tanimin bir sonucu olarak sunu ifade edebiliriz: bir matris ¢arpiminin
tracesi bu ¢carpimin transpozesinin tracesine esittir.

Matris ¢arpimlarin ve polinomlarin tracelerini daha diisiik dereceden matris carpimlarin
traceleri cinsinden polinomlar seklinde ifade etmenin miimkiin olup olmadigini arastiracagiz.
Bir¢cok durumda bdyle bir ifadenin alinan veya elde edilen kesin bir form ile ilgilenmeyecegiz;
genellikle boyle bir ifadenin mevcut oldugunu bilmek bizim i¢in yeterli olacaktir. Boylece,
denklem 11°de verilen form elde edilecektir.

tr E =0 (21)
Notasyonunu ifade edecek duruma gelmis oluruz. Bu notasyonuna daha ag¢ik anlamini sdyle
ifade edebiliriz: rP= 0, B, ‘nin derecesinden daha diisiik dereceden matris ¢arpimlarinin
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traceleri cinsinden bir polinom olarak ifade edilebilir. Eger matris ¢arpimlarin traceleri tartisma
konusu olan igerikteki invaryantlar ise denklem 11°de verilen indirgenebilir bir invaryant olan

P P
B bir ifade halini alir. Eger =! ve =2 ayni dereceden matris polinomlar1 ise denklem 12'de

verilen matematiksel esitlikte de goriildiigii gibi bu iki matrisin trace degerleri birbirine esittir.

trP. —-trP_=0 (12)
=1 =2

Denklem 12'de verilen matematiksel esitlik ¢ogunlukla cebirsel invaryantlar teorisinde

kullanilmaktadir. Cayley-Hamilton teoremine gore 3x3 boyutundaki bir M atrisi icin
denklem13’te verilen esitlik kullanilmaktadir.
Qs—gztrg+%g[(trg)z—trgz}—idetg=O (13)

Olarak ifade edilmektedir. Denklemde 1 33 boyutlu birim matrisini detm ise 0 matrisinin

determinantin1 ifade etmektedir. Denklem 14'de, denklem 13'de verilen esitligin trace
hesaplanmustir.

trm’ +trm’ trg+%(trg)( trg)2 —%(tr@)tr@z —~trl detm=0 "
trm’ —§trm2 trm+£(trm)3 —3detm=0

detm trm tr QZ trm?®

Denklemde ve = ifadeleri de birer polinom olarak ifade edilebilir.

Denklem 15°te denklem 14'de verilen matematiksel ifade kullanilarak detg elde edilmistir.

detm = {trf—gtrgztrng%(trg)s} (15)

wlkF

Denklem 13’te verilen ifade £ matrisi ile carpilip trace alinarak denklem 16'da verilen
matematiksel esitlik elde edilmistir.
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trm p[(trg)z—trgz}—pdetg=0 (16)
Denklem 16'da verilen notasyonda denklem 17'de verilen esitlik yazilabilir.

(17)

~—+
=
13
w
(o]
1l
o

Denklem 17'den elde edilen sonu¢ denklem 10'da verilen bir terim digerleri cinsinden ifade
edilebilir yaklagimi ile ifade edilebilir. Ayni mantiksal yaklagimi kullanarak denklem 16 verilen

esitligi = ile carpip ifadenin trace alinirsa denklem 18'de verilen esitlik bulunur.

0 (18)

tr(Mnp+m pn+nm p+n pm+pmn +pnm)

Denklemi elde edilir. Denklem 18 kisaca 0zeti denklem 19'da verilmistir.

(19)

=
=
o
+
I3
[Re]
=
+
=
I3
o
+
=
[Ee]
I3
_+_
o
I3
=
+
o
=
I3
%
(=
=
o

Denklem 18'de verilen ifade denklem 20'de oldugu gibi genel bir formda yazilabilmektedir.

(Zanpo-o
3.1.2. Simetrik ikinci mertebeden tensorlerin invaryantlar

Simetrik ikinci mertebeden bir 2 matrisin invaryantlarini denklem 21'de verilmistir.
tra,tra’,tra’ (21)

Seklinde ifade edilmekte ve bunlarin higbiri diger matrislerin terimleri ile agciklanamamaktadir.

Simetrik ikinci mertebeden 2 b matrislerinin invaryantlari ise denklem 22'de verilmistir.
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trab,trab’ trba’ tra’b” traba’p’ (22)

traba’b’

IIU

Olarak ifade edilmektedir. Denklem 22'de verilen sonuncu terim olan,
trbz(aba2

degerini
dairesel permiitasyonu goz Oniine alarak = ‘=== ) formunda yazilabilmektedir. Dairesel
permiitasyona bagli kalmadan sadece parantez igeresindeki terimin sirasina ters cevrilirse
denklem 23’te de goriildiigli gibi invaryantin sadece isareti degismektedir.

trb’ (aba®) =-trb*(a’ba (23)

Denklem 23’te verilen negatif isaretli terim dairesel permiitasyon geregince denklem 24’te
gosterildigi gibi yazilabilmektedir.

~trh’(a’ba )=-tr(a’ba )o’=~tra"pab’ (24)

tra’bab® , . . . . .
= === teriminde yer alan matrislerin transpozeleri alindiktan sonra trace degerlerini

denklem 25°te gosterilmistir.

—+
=
o
N
no
IEsY
no
N
I
—+
=
no
N
([§s3)
N
no
o
I
—
=
([§s3]

“bab’ (25)

Denklem 24 ve denklem 25 ifadeleri dikkate alinarak denklem 26'da verilen esitlikler
olusturulabilmektedir.

traba’h’ =—tra’hab’ ~tra’bap’ (26)

Denklem 26'da dikkat edilecek olursa matematiksel bir tutarsizlik oldugu goriilmektedir. Pozitif
bir deger kendi kendine negatif bir degere esit olamayacagi igin bu belirsizligi ortadan

2.2
kaldirmanin tek yolu traba'b degerini sifira esitlemektir. Bu durumda ikinci mertebeden iki

simetrik matris i¢in geriye kalan terimler denklem 27'de verilmistir.
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trg,trg2 ,tre=13
trg,trgz,tr93 (27)

trgg,trggz,trggz,trgz b®

Il

Simetrik ikinci mertebeden =’ b,¢ matrislerinin invaryantlar i¢in denklem 27'de verilen iki

matris i¢in invaryant degerlerine ek olarak denklem 28'de verilen matris sonuglarinin da trace
degerlerinin dikkate alinmas1 gerekmektedir.

(28)

[F3)
—+
=

([§M)

N
o
N

o
~—
=

([§s8)

no

([§sM)

N
O
~—+
=
W
N
no
N
no
N
~—
=

[[§sY

no

([§M)

no

Denklem 28'de verilen degerlere ek olarak matris ¢arpimlariin dairesel permiitasyonundan

elde edilen trace degerlerini de degerlendirmek germektedir. Denklem 28'de verilen trabe

ifadesini dikkate alarak bu terimin hem dairesel permiitasyonunu hem de transpozesini denklem
29'da verilen esitlik ile gdsterebiliriz.

(29)

—+
=
o
no
o
I
—+
=
no
o
o
I
—+
=
o
o
no
I
—+
=
no
1
o
I
—+
=
1o
o
no
Il
~—+
=
o
no
o

Denklem 29'dan da goriildiigii gibi yalnizca trabe ifadesinin alinmasi yeterli olacaktir. Benzer

2 g2 2 2
sekilde tra’be=tra’ch yazilabileceginden yalnizca tra’be teriminin alinmasi, trb"ca ve

2 2.2 2 2
tre"ab terimlerinin eklenmesi yeterli olacaktir. Ayn1 yaklagim kullanilarak tra"be,trb'c'a

trc’a’h . S :
= = = invaryantlarin da tamhk bazina eklenmesi diger invaryantlarin ise

sadelestirilmesi gerekmektedir. Matris ¢arpiminda yer alan faktorlerin dairesel permiitasyona
gore degistirilmesi ve faktorlerin ters sirada yazilmasi (transpozesi alinarak) sonucu
degistirmemesi diislincesiyle denklen 30'da verilen esitlik yazilabilir.

traba’c=-tra’bac=-trca’ba =—traba’c (30)

b, . b’
ve bu terimle ='nin yerine = yazilirsa

== == ifadesi elde edilebilmektedir. Sonug olarak ¢arpim faktorlerinin degisimleri ve
transpozelerinden faydalanilarak denklem 31'de verilen sonug elde edilebilmektedir.
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(31)

ifadesi elde edilmektedir. Boylece tamlik bazinda alinmasi gereken invaryantlar1 denklem
32'deki gibi yazilabilmektedir.

trabg, tra’b

o
[
=

no

N
no

I
—
=

no

Il

o
—
=

o

N
no
N
no
i
=
no
N

o

Il
.
=

o

“b*a (32)

tra’bc,trb’ 2

no

a,tre

[1§sY)
no

Denklem 32'de yer alan terimleri dairesel permiitasyona gore

2 *
degismektedir. Matematiksel ifadeleri kisaltabilmek adma bu ii¢ terim yerine tra’be

yazilacaktir. Burada = matrisinin iizerinde yer alan "*" {ist indisi dairesel permiitasyona gore

2.2 2 2 2.2
degistirilip yazildigin1 ifade etmektedir. Ayni mantiga gore tra’hictrb’c’a,trgh a

L tra’b’c ., . . : o o
terimlerinin yerine de ~ = = = ile gosterilecektir. Denklem 33'de ii¢ simetrik matrise ait tim
invaryantlarin listesi verilmistir.

tratra’ tra’
trb, trb” trb’
tre,tre’,trc’
trab trab’,trba’, tra’b’ (33)

trbc,trbc? treb? trb? ¢’

Denklem 33’te verilen ii¢ matris i¢in belirlenen invaryant degerlerini, dort matris i¢in listesi
denklem 34'de verilmistir.
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tra,tra’ tra’
trb, trb”, trb”
tre,tre’ trc’
trd,trd” trd’

trglg,trgt:)z,trt:)aélz,tra2 b’

ol

trgg,trggz,trggz,trgz

trac,trac’,trea’ tra’c’
2

trgg,trggz,trggz,tra d?

trabg tra’berb’catre’abra’b’ e rb’c'atre’b'a
trabd,tra’bd trb’datrd"abtra’b’d trb’d"atrd"b’a
tracd ra’cd re’datrd’ag tra’c’d rg’d’a rd’c’a
trbed,rb’cd,tre"dbtrd b, trb’e’d,tre’d b ard e’
trabedtrabdc

tra’bed,trd’abe,tre"dab,rb’cda 34
tra’bdetrd’cabtre’abd trb’dca

tra’b’cdtra’c’bd,tra"d’betrb’c’ad trb’d ac,tre"d" ab
tra’bacd,trd”abactre’dabatra’cdabirb’acda

4. BULGULAR

Calismanin bulgular kisminda Spencer 1971 kullanilarak elde edilen teorik olarak temelleri
verilmis olan invaryant parametrelerinin MATLAB programu ile uygulamalaria ait sonuglar

verilmistir [1]. Simetrik bir A matrisi i¢cin MATLAB programinda denklem 35'de verilen

sembolik tanimlamalar yapilarak MATLAB programinda 3X3 boyutlu bir A matrisi i¢in elde
edilen sonugclar sekil 1'de gdsterilmistir.
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all=sym(all’);
al2=sym('al2’);
al3=sym('al3’;
a21=sym('a2l’);
a22=sym('a22’);
a23=sym('a23";
a31=sym(‘a3l);
a32=sym('a32";
a33=sym('a33);
A=[all al?2 al3; a2l a22 a23; a31 a32 a33]

(35)

Command Window

> all=zsym('"all");
*>» alZ=sym('alZ'"'}:
*>» al3=sym('al3"):
x aZl=sym('azl"):
*» aZZ=symi('azZi'):
> aZ3=sym('z23");
> ad3l=zsym('a3l");
*» a3Z=sym('a3z'"}):
*>» a33=sym('a33'):
>»> B=[all alZ al3; a2l az2Z aZ23; a3l a3z a33]
o =

[2l1l, al2, al3]
[a2l, a2Z, aZ3]
[231, a32, a33]

A
Sekil 1. MATLAB programinda 3x3 boyutlu bir = matrisinin sembolik olarak tanimi igin kod ekrani.

Sekil 1'de sembolik olusturulan 3X3  boyutlu bir A

matrisinin sembolik formda trace

degerlerine ait MATLAB komutlar1 ve elde edilen sonuglar asagida verilmistir.

>> trA=trace(A)

trA =

all+a22+a33

>> trkareA=trace(A*A)

trkareA =
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all”2 +a22”2 +a3372 + 2*al2*a21 + 2*al3*a31 + 2*a23*a32
>> trkupA=trace(A*A*A)
trkupA =

all*(all”2 + al2*a21 + al3*a31) + a22*(a22”2 + al2*a21 + a23*a32) + a33*(a33”2 + al3*a31 +
a23*a32) + a21*(all*al2 + al2*a22 + al3*a32) + a31*(all*al3 + al2*a23 + al3*a33) +
al2*(all*a21+a21*a22+a23*a31)+a32*(al3*a21+a22*a23 +a23*a33)+al3*(all1*a31+a21*a32
+a31*a33) + a23*(al2*a31 + a22*a32 + a32*a33)

Sekil 2'de de gorilldiigii gibi 3x3 boyutlu simetrik 2 ve 2 matrisleri icin MATLAB
programinda asagida sembolik tanimlamalar yapilmistir.

Command Window

w
s
I

>> all=sym("
>> alZ=sym("
>» al3=sym("
>» aZ2l=sym("

W
[l
[FEI ]

w

»x aZzZ=sym(’

w

L Ry

>» a23=sym(’
»>» aldl=sym('
»>» alZ=sym('
>» aldl3=sym("’
>» bll=sym('bL11"
>» bl2=sym|("
>» bl3i=sym('bL13"’
>> b2l=sym("kbL21°"
> b22=sym('kL22°
> b23=zym('kL23°
>»> b3l=sym("L31"
>»> b3Z=zym("'L32°’
>» b33=zym("'kL33"’

w

o o
i L Ly Ry ORIORI

[FU ¥ ]

o

o
[y
%]

x> B=[all al2 al3;a2l a22 a23;a3l a32 a33]:
2

>» B=[bll bl2 bl3: b2l b

fx o=

2 b23; b3l b3Z b33]:

LT T T T T R T T T I TR TR I T

A B
Sekil 2. MATLAB programinda 3x3 boyutlu bir = ve = matrisinin sembolik olarak tanimi i¢in kod ekrani

tr A, tr A’ tr A°

Bir o6nceki sonuglarda elde edilen sonuglarima ek olarak

B, trgz,trg,trég,tr éEz,tr Eéz ve tr 552 degerleri agsagida verilmistir.
>> trB=trace(B)

trB =

b1l + b22 + b33

>> trkareB=trace(B*B)

trkareB =

b1172 + b2272 + b3372 + 2*b12*b21 + 2*b13*b31 + 2*b23*b32
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>> trkupB=trace(B*B*B)
trkupB =

b11*(b1172 + b12*b21 + b13*b31) + b22*(b2272 + b12*b21 + b23*b32) + b33*(b332 + b13*b31 +
b23*b32) + b21*(b11*b12 + b12*b22 + b13*b32) + b31*(b11*b13 + b12*b23 + b13*h33) +
b12*(b11*b21 + b21*b22 + b23*b31) + b32*(b13*b21 + b22*b23 + b23*b33) + b13*(b11*b31 +
b21*b32 + b31*b33) + b23*(b12*b31 + b22*b32 + b32*b33)

>> trAB=trace(A*B)

trAB =

all*b11 +al2*b21 +a21*b12 + al3*b31 + a22*b22 + a31*b13 + a23*b32 + a32*b23 + a33*bh33
>> trABkare=trace(A*B*B)

trABkare =

b11*(all1*b11 + al2*b21 + al3*b31) + b21*(all*b12 + al2*b22 + al3*b32) + b31*(all*b13 +
al2*b23 +al3*b33) + b12*(a21*b11 + a22*b21 + a23*b31) + b22*(a21*b12 + a22*b22 + a23*b32) +
b32*(a21*b13 + a22*b23 + a23*b33) + b13*(a31*bll + a32*b21 + a33*b31) + b23*(a31*b12 +
a32*b22 + a33*b32) + b33*(a31*b13 + a32*b23 + a33*b33)

>> trBAkare=trace(B*A*A)
trBAkare =

all*(all*bll + a21*b12 + a31*b13) + a21*(al2*bll + a22*b12 + a32*b13) + a31*(al3*b1l +
a23*b12 + a33*b13) + a12*(al1*b21 + a21*b22 + a31*b23) + a22*(a12*b21 + a22*b22 + a32*b23) +
a32*(al3*b21 + a23*b22 + a33*b23) + al3*(all*b31 + a21*b32 + a31*b33) + a23*(al2*b31 +
a22*b32 + a32*b33) + a33*(a13*b31 + a23*b32 + a33*b33)

>> trAkareBkare=trace(A*A*B*B)
trAkareBkare =

b11*(b11*(al12 + al2*a21 + al3*a31) + b21*(all*al2 + al2*a22 + al3*a32) + b31*(all*al3 +
al2*a23 +al3*a33)) + b21*(b12*(a1172 + al2*a21 +al3*a31) + b22*(al1*al2 + al2*a22 + al3*a32)
+ b32*(al1*al3 + al2*a23 + a13*a33)) + b31*(b13*(a11”2 + al2*a21 + al3*a31) + b23*(all1*al2 +
al2*a22 +al3*a32) +b33*(all*al3 +al2*a23 +al3*a33)) + b12*(b21*(a2272 +al2*a21 + a23*a32)
+bl1*(all*a2l + a21*a22 + a23*a31) + b31*(al3*a2l + a22*a23 + a23*a33)) + b22*(b22*(a2272 +
al2*a21 + a23*a32) + b12*(al1*a21 + a21*a22 + a23*a31) + b32*(a1l3*a21 + a22*a23 + a23*a33)) +
b32*(b23*(a2272 + al2*a21 + a23*a32) + b13*(all*a2l + a21*a22 + a23*a31) + b33*(al3*a21 +
a22*a23 +a23*a33)) + b13*(b31*(a3372 + al3*a31 + a23*a32) + b11*(al1*a31 + a21*a32 + a31*a33)
+ b21*(al2*a31 + a22*a32 + a32*a33)) + b23*(b32*(a3372 + a13*a31 + a23*a32) + b12*(al1*a31 +
a21*a32 +a31*a33)+b22*(al12*a31 +a22*a32 + a32*a33)) + b33*(b33*(a3372 + al3*a31 + a23*a32)
+b13*(al1*a31 +a21*a32 + a31*a33) + b23*(al2*a31 + a22*a32 + a32*a33))
o L etgene e . . A B C C

Sekil 3'de gosterildigi gibi 3x3 boyutlu simetrik =, = ve = matrisleri icin MATLAB
programinda asagida sembolik tanimlamalar yapilmigtir.
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Lommand Window
*» all=sym('all"):
»» alZ==sym('zl12"):
*» all3==ym('z213");
»» a2l=symi('z221");
» alZ2=zvm('aZZ"):
F» a23=sym('ai3i');
>» al3l=sym('z231");:

r

>» aldZ=szym|('a3Z

r

»» al33=sym('a3i3
>» bll=sym('b11"’
»» blZ2=sym('bl2"
el

bl3=sym('b13"
e

>
g

r

r

r

r

b2l=sym{'b21
b22=sym('b

b23=sym('b23

Far

"
r

r

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

>»> b3l=sym('b31');
>> b3Z=sym('b32');
*> b33==ym('b33");
*» cll=sym('cll");
>» clZ=zym("cl');
*» cl3==ym('cl3"):
»» c2l=sym('c2l");:
x oc22=sym('cZZ");
> c23=sym('c23");
*» c3l==ym('c31");
»» c32==ym('c32");:
¥ 033=zvm('c33"):

Sekil 3. MATLAB programinda 3x3 boyutlu bir é ,

Simetrik ~ 3x3  boyutlu
trC.trC*,trC” trAC.tr ABC | 1r
>> trC=trace(C)

trC=

cll +c22 +c33

>> trkareC=trace(C*C)

trkareC =

Command Window

olarak

a2z3; a3l a32 a33)

[all, al2, al3]
[a2l, a22, a23]
[a3l, a32, a33]
»>> B=[bll bl2Z bl3; b21 b2z

b23; b3l b3Z b33]

E
(b11,
(b21,
(b31,

biz,
b22,

b3z,

b13]
b23]
b33]

>» C=[cll cl2 cl3; c2l c22 c23; c3l c32 c33]

C

[cll, cl2, cl3]
[c21, c22, c23]
[c31, ©32, c33]

B C
= ve = matrisinin sembolik olarak tanimi i¢in kod

ekrani.

matrislerine ek

verilen ve

A’BC

degerleri asagida verilmistir.

1172 +¢c2272 + ¢332 + 2*c12*c21 + 2*c13*c31 + 2*c23*c32

>> trkupC=trace(C*C*C)

trkupC =
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c11*(c1172 + c12*c21 + c13*c31) + c22*(c22”2 + c12*c21 + c23*c32) + c33*(c3372 + c13*c31 +
€23*c32) + c21*(c11*c12 + c12*c22 + c13*c32) + c31*(c11*c13 + c12*c23 + c13*c33) + c12*(c11*c21
+¢21*c22 + c23*c31) + c32*(c13*c21 + c22*c23 + c23*c33) + c13*(c11*c31 + c21*c32 + c31*c33) +
€23*(c12*c31 + c22*c32 + c32*c33)

>> trAC=trace(A*C)

trAC =

all*c11 +al12*c21 +a21*c12 +al3*c31+a22*c22 +a31*c13 + a23*c32 + a32*c23 + a33*¢33
>> trABC=trace(A*B*C)

trABC =

c11*(all*b1l + al2*b21 + al3*b31) + c21*(all*bl2 + al2*b22 + al3*b32) + c31*(all*bl3 +
al2*b23 + al3*b33) + c12*(a21*b11 + a22*b21 + a23*b31) + c22*(a21*b12 + a22*b22 + a23*b32) +
c32*(a21*b13 + a22*b23 + a23*b33) + c13*(a31*b11 + a32*b21 + a33*b31) + c23*(a31*b12 +
a32*b22 + a33*b32) + c33*(a31*b13 + a32*b23 + a33*b33)

>> trAkareBC=trace(A*A*B*C)
trAkareBC =

c11*(b11*(al1”2 + al2*a21 + al3*a31) + b21*(all*al2 + al2*a22 + al3*a32) + b31*(all*al3 +
al2*a23 +al3*a33)) +c21*(b12*(al1”2 +al2*a21 +al3*a31) + b22*(all1*al2 + al2*a22 + al3*a32)
+ b32*(al1*al3 + al2*a23 + al3*a33)) + c31*(b13*(a11”2 + al2*a21 + al3*a31) + b23*(all1*al2 +
al2*a22 +al3*a32) +b33*(all*al3 +al2*a23 +al3*a33)) + c12*(b21*(a22”2 + al2*a21 + a23*a32)
+bl1*(all*a2l + a21*a22 + a23*a31) + b31*(al3*a2l + a22*a23 + a23*a33)) + c22*(b22*(a22/2 +
al2*a21 + a23*a32) + b12*(all1*a21 + a21*a22 + a23*a31) + b32*(al3*a21 + a22*a23 + a23*a33)) +
c32*(b23*(a2272 + al2*a21 + a23*a32) + b13*(all*a21 + a21*a22 + a23*a31) + b33*(al3*a21 +
a22*a23 + a23*a33)) + c13*(b31*(a3372 +al13*a31 +a23*a32) + b11*(all1*a31 +a21*a32 + a31*a33)
+b21*(al2*a31 + a22*a32 + a32*a33)) + c23*(b32*(a3372 + al3*a31 + a23*a32) + b12*(al1*a31 +
a21*a32 +a31*a33) +b22*(al2*a31 +a22*a32 + a32*a33)) + c33*(b33*(a33”2 + a13*a31 + a23*a32)
+b13*(al1*a31 + a21*a32 + a31*a33) + b23*(al2*a31 + a22*a32 + a32*a33))
o et gees et . .. A B C D

Sekil 4'de gosterildigi gibi 3x3 boyutlu simetrik =, =, = ve = matrisleri i¢cin MATLAB
programinda asagida sembolik tanimlamalar yapilmistir.
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Command Window

FF dI32—SYI| d33 )5 *>» Ae=lall 2l? al3rall aZi al3:all a3l a33l]
>>» bll=sym('bll"}: A=
>>» bl2=aym('bl2"): [a ; .
>>» bl3=sym('bl3"}: [421, 822, 423]
»> b2l=sym('b21'); | [ o e
o b22=5m{-'322 |} : »» B={bil bl bid: bil b2X bIJ:E31 b3Z bII]
>> b23=aym('b23"); B =
>» b3l=sym('b31"): (bii, Bi2, BLS)
>> b32=3ym('b32"): [b21, b2, b23]
2 [e3 b3z, b33
>>» b33=sym('b33"):

Loy -
)i

B D=lell €11 €13: 31 cd3 £33isdl 2N e33)

>» cll=sym("
»>» clZ2=aym('cl2"):
»>>» cl3=sym('cl3"):

[
I
¥

>» c2l=sym('c2l"):
»» c22=aym('c22"):

2, =33)
>> c23=sym("ci3i"); 33 De(dll d12 d13; dil di2 d2drdll diz2 daaj
>>» c3l=sym('"c3l

>» c3Z2=sym('

>>» c33=sym(' |[: i 2-:

w d11=5m[ I [d3. d3 dil

>» dlz2=sym|("dl

>» dl3=sym('d

>> d21=sym('d21");
A BC D

Sekil 4. MATLAB programinda 3x3 boyutlu bir =, =, = ve = matrisinin sembolik olarak tanimi igin
kod ekrani.
Simetrik boyutlu olarak verilen = = ve = matrislerine ek olarak

trD,trD* trD°,trAD,tr AD®,tr D A>,tr A°D*,tr A°"BC,tr ABCD __trA°’B°CD , _ .
="="="=="==""=="==""==="==== ve == == degerleri

asagida verilmistir.

>> trD=trace(D)

trD =

d11 +d22 +d33

>> trkareD=trace(D*D)

trkareD =

d1172 + d2272 + d3372 + 2*d12*d21 + 2*d13*d31 + 2*d23*d32

>> trkupD=trace(D*D*D)

trkupD =

d11*(d1172 + d12*d21 + d13*d31) + d22*(d2272 + d12*d21 + d23*d32) + d33*(d33/2 + d13*d31 +
d23*d32) + d21*(d11*d12 + d12*d22 + d13*d32) + d31*(d11*d13 + d12*d23 + d13*d33) +
d12*(d11*d21 + d21*d22 + d23*d31) + d32*(d13*d21 + d22*d23 + d23*d33) + d13*(d11*d31 +
d21*d32 + d31*d33) + d23*(d12*d31 + d22*d32 + d32*d33)

>> trAD=trace(A*D)

trAD =
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all*di11 +al12*d21 +a21*d12 + a1l3*d31 + a22*d22 + a31*d13 + a23*d32 + a32*d23 + a33*d33
>> trADkare=trace(A*D*D)
trADkare =

d11*(al1*d11 + al2*d21 + al3*d31) + d21*(all*d12 + al2*d22 + al13*d32) + d31*(all*d13 +
al2*d23 +al3*d33) + d12*(a21*d11 + a22*d21 + a23*d31) + d22*(a21*d12 + a22*d22 + a23*d32) +
d32*(a21*d13 + a22*d23 + a23*d33) + d13*(a31*d11 + a32*d21 + a33*d31) + d23*(a31*d12 +
a32*d22 + a33*d32) + d33*(a31*d13 + a32*d23 + a33*d33)

>> trDAkare=trace(D*A*A)
trDAkare =

all*(all*d1l + a21*d12 + a31*d13) + a21*(al2*d1l + a22*d12 + a32*d13) + a31*(al3*d1l +
a23*d12 + a33*d13) + al2*(al1*d21 + a21*d22 + a31*d23) + a22*(al2*d21 + a22*d22 + a32*d23) +
a32*(a13*d21 + a23*d22 + a33*d23) + al3*(al1*d31 + a21*d32 + a31*d33) + a23*(al2*d31 +
a22*d32 + a32*d33) + a33*(a13*d31 + a23*d32 + a33*d33)

>> trAkareDkare=trace(A*A*D*D)
trAkareDkare =

d11*(d11*(al11”72 + al2*a21 + al3*a31) + d21*(all*al2 + al2*a22 + al3*a32) + d31*(all*al3 +
al2*a23 +al3*a33)) +d21*(d12*(a11”2 +al2*a21 +al3*a31) +d22*(all*al2 + al2*a22 + al3*a32)
+d32*(al1*al3 + al2*a23 + a13*a33)) + d31*(d13*(a11”2 + al2*a21 + al3*a31) + d23*(al1*al2 +
al2*a22 +al3*a32)+d33*(all*al3 +al2*a23 +al3*a33)) + d12*(d21*(a22”2 +al12*a21 + a23*a32)
+d11*(al1*a21 + a21*a22 + a23*a31) + d31*(al3*a2l + a22*a23 + a23*a33)) + d22*(d22*(a22”2 +
al2*a21 + a23*a32) + d12*(all1*a2l + a21*a22 + a23*a31) + d32*(al3*a21 + a22*a23 + a23*a33)) +
d32*(d23*(a2272 + al2*a21 + a23*a32) + d13*(all1*a21 + a21*a22 + a23*a31) + d33*(al3*a21l +
a22*a23 +a23*a33)) + d13*(d31*(a3372 + al3*a31 +a23*a32) +d11*(al1*a31+ a21*a32 + a31*a33)
+d21*(al2*a31 + a22*a32 + a32*a33)) + d23*(d32*(a33”2 + a13*a31 + a23*a32) + d12*(al1*a31 +
a21*a32 +a31*a33)+d22*(al2*a31 +a22*a32 + a32*a33)) + d33*(d33*(a3372 +al3*a31 + a23*a32)
+d13*(al1*a31 +a21*a32 + a31*a33) + d23*(a12*a31 + a22*a32 + a32*a33))

>> trAkareBC=trace(A*A*B*C)
trAkareBC =

c11*(b11*(al11”2 + al2*a21 + al3*a31) + b21*(all1*al2 + al2*a22 + al3*a32) + b31*(all*al3 +
al2*a23 +al3*a33)) + c21*(b12*(a1172 +al2*a21 +al3*a31) + b22*(all1*al2 + al2*a22 + al3*a32)
+ b32*(al1*al3 + al2*a23 + al3*a33)) + c31*(b13*(a11”2 + al2*a21 + al3*a31) + b23*(all1*al2 +
al2*a22 +al3*a32) +b33*(all*al3 +al2*a23 +al3*a33)) + c12*(b21*(a22”22 + a12*a21 + a23*a32)
+bl1*(al1*a21 + a21*a22 + a23*a31) + b31*(al3*a2l + a22*a23 + a23*a33)) + c22*(b22*(a22/2 +
al2*a21 + a23*a32) + b12*(al1*a21 + a21*a22 + a23*a31) + b32*(a1l3*a21 + a22*a23 + a23*a33)) +
c32*(b23*(a2272 + al2*a21 + a23*a32) + b13*(al1*a21 + a21*a22 + a23*a31) + b33*(al3*a21 +
a22*a23 +a23*a33)) +c13*(b31*(a3372 + al3*a31+a23*a32) + b11*(al1*a31 +a21*a32 +a31*a33)
+b21*(al2*a31 + a22*a32 + a32*a33)) + c23*(b32*(a3372 + al3*a31 + a23*a32) + b12*(al1*a31 +
a21*a32 +a31*a33) + b22*(al12*a31 + a22*a32 + a32*a33)) + c33*(b33*(a33”2 + a13*a31 + a23*a32)
+b13*(al1*a31 +a21*a32 + a31*a33) + b23*(al2*a31 + a22*a32 + a32*a33))
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>> trABCD=trace(A*B*C*D)
trABCD =

d11*(c11*(all*b11 + al2*b21 + al3*b31) + c21*(all*b12 + al2*b22 + al3*b32) + c31*(all*b13 +
al2*b23 + al3*b33)) + d21*(c12*(all*bl1l + al2*b21 + al3*b31) + c22*(all*bl2 + al2*b22 +
al3*b32) + c32*(all*bl3 + al2*b23 + al3*b33)) + d31*(c13*(all*bll + al2*b21 + al3*b31) +
€23*(all1*b12 + al2*b22 + a13*b32) + c33*(all*b13 + al2*b23 + a13*b33)) + d12*(c11*(a21*b11 +
a22*b21 +a23*b31) + c21*(a21*b12 + a22*b22 + a23*b32) + c31*(a21*b13 + a22*b23 + a23*b33)) +
d22*(c12*(a21*b11 + a22*b21 + a23*b31) + c22*(a21*b12 + a22*b22 + a23*b32) + c32*(a21*b13 +
a22*b23 + a23*b33)) + d32*(c13*(a21*b1l + a22*b21 + a23*b31) + c23*(a21*b12 + a22*b22 +
a23*b32) + c33*(a21*b13 + a22*b23 + a23*b33)) + d13*(c11*(a31*b11 + a32*b21 + a33*b31) +
c21*(a31*b12 + a32*b22 + a33*b32) + c31*(a31*b13 + a32*b23 + a33*b33)) + d23*(c12*(a31*b1l +
a32*b21 + a33*b31) + c22*(a31*b12 + a32*b22 + a33*b32) + c32*(a31*b13 + a32*b23 + a33*b33)) +
d33*(c13*(a31*b1l + a32*b21 + a33*b31) + c23*(a31*b12 + a32*b22 + a33*b32) + c33*(a31*b13 +
a32*b23 + a33*b33))

>> trAkareBkareCD=trace(A*A*B*B*C*D)

trAkareBkareCD =

d11*(c11*(b11*(b11*(all”2 + al2*a2l + al3*a3l) + b21*(all*al2 + al2*a22 + al3*a32) +
b31*(all*al3 + al2*a23 + al3*a33)) + b21*(b12*(all”2 + al2*a21 + al3*a31) + b22*(all*al2 +
al2*a22 +al3*a32)+b32*(all*al3 +al2*a23 +al3*a33)) + b31*(b13*(al1”2 +al2*a21 +al13*a31)
+ b23*(@11*al2 + al2*a22 + al3*a32) + b33*@l11*al3 + al2*a23 + al3*a33))) +
c21*(b12*(b11*(al11”2 + a12*a21 + al3*a31) + b21*(all*al2 + al2*a22 + a1l3*a32) + b31*(all*al3
+ al2*a23 + al3*a33)) + b22*(b12*(a11”2 + al2*a2l + al3*a31) + b22*(all*al2 + al2*a22 +
al3*a32) + b32*(all1*al3 + al2*a23 + al3*a33)) + b32*(b13*(all”2 + al2*a2l + al3*a3l) +
b23*(all*al2 +al2*a22+al3*a32)+b33*(all*al3 +al2*a23+al3*a33))) +c31*(b13*(b11*(all”2
+al2*a21 +al3*a31)+ b21*(all*al2 +al2*a22 +al3*a32) + b31*(all1*al3 + al2*a23 + al3*a33))
+ b23*(b12*(al1172 + al2*a21 + al3*a31) + b22*(al1*al2 + al2*a22 + al3*a32) + b32*(al1*al3 +
al2*a23 +al3*a33)) + b33*(b13*(al1”2 +al2*a21 +al3*a31) +b23*(all*al2 +al2*a22 + al3*a32)
+ b33*(all*al3 + al2*a23 + al3*a33)))) + d21*(c12*(b11*(b11*(all”2 + al2*a2l + al3*a3l) +
b21*(all1*al2 + al2*a22 + al3*a32) + b31*(all*al3 + al2*a23 + al3*a33)) + b21*(b12*(a11”"2 +
al2*a21 + al3*a31) + b22*(al1*al2 + al2*a22 + al3*a32) + b32*(al1*al3 + al2*a23 + a13*a33)) +
b31*(b13*(al11”72 + al2*a21 + al3*a31) + b23*(all*al2 + al2*a22 + al3*a32) + b33*(all*al3 +
al2*a23 + al3*a33))) + c22*(b12*(b11*(allr2 + al2*a2l + al3*a31) + b21*(all*al2 + al2*a22 +
al3*a32) + b31*(al1*al3 + al2*a23 + al3*a33)) + b22*(b12*(all”2 + al2*a2l1 + al3*a31) +
b22*(all1*al2 + al2*a22 + al3*a32) + b32*(all*al3 + al2*a23 + al3*a33)) + b32*(b13*(al1”2 +
al2*a21 +al3*a31) + b23*(al1*al2 + al2*a22 + a1l3*a32) + b33*(al1*al3 + al2*a23 + al3*a33))) +
c32*(b13*(b11*(a11”72 + a12*a21 + al3*a31) + b21*(al1*al2 + al2*a22 + al3*a32) + b31*(al1*al3
+ al2*a23 + al3*a33)) + b23*(b12*(al11”2 + al2*a2l1 + al3*a31) + b22*(all*al2 + al2*a22 +
al3*a32) + b32*(al1*al3 + al2*a23 + al3*a33)) + b33*(b13*(all”2 + al2*a2l1 + al3*a31) +
b23*(al1*al2 + al2*a22 + al3*a32) + b33*(all*al3 + al2*a23 + al3*a33)))) +
d31*(c13*(b11*(b11*(a1172 + al2*a2l1 + al3*a31l) + b21*(all*al2 + al2*a22 + al3*a32) +
b31*(all1*al3 + al2*a23 + al3*a33)) + b21*(b12*(al1”2 + al2*a21 + al3*a31) + b22*(all*al2 +
al2*a22 +al3*a32)+b32*(all*al3 +al2*a23 +al3*a33)) + b31*(b13*(a11”2 +al2*a21 + a1l3*a31)
+ b23*(@11*al2 + al2*a22 + al3*a32) + b33*@11*al3 + al2*a23 + al3*a33))) +
c23*(b12*(b11*(a11”2 + a12*a21 + al3*a31) + b21*(al1*al2 + al2*a22 + a13*a32) + b31*(al1*al3
+ al2*a23 + al3*a33)) + b22*(b12*(a1172 + al2*a21 + al3*a3l) + b22*(all*al2 + al2*a22 +
al3*a32) + b32*(al1*al3 + al2*a23 + al3*a33)) + b32*(b13*(all”2 + al2*a2l1 + al3*a31) +
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b23*(all*al2+al2*a22 +al3*a32)+b33*(all*al3d +al2*a23 +al3*a33))) +c33*(b13*(b11*(all1”2
+al2*a21 +al3*a31) + b21*(all1*al2 +al2*a22 + al3*a32) + b31*(all1*al3 + al2*a23 + al3*a33))
+ b23*(b12*(al1”2 + al2*a21 + al3*a31) + b22*(al1*al2 + al2*a22 + al3*a32) + b32*(al1*al3 +
al2*a23 +al3*a33)) + b33*(b13*(al1”2 +al2*a21 +al3*a31) + b23*(all*al2 + al2*a22 + al3*a32)
+ b33*(all*al3 + al2*a23 + al3*a33)))) + d12*(c11*(b11*(b21*(a2272 + al2*a2l + a23*a32) +
bl1*(all*a2l + a21*a22 + a23*a31) + b31*(al3*a2l + a22*a23 + a23*a33)) + b21*(b22*(a22”2 +
al2*a21 + a23*a32) + b12*(al1*a21 + a21*a22 + a23*a31) + b32*(al3*a21 + a22*a23 + a23*a33)) +
b31*(b23*(a22”2 + al2*a21 + a23*a32) + b13*(all*a21 + a21*a22 + a23*a31) + b33*(al3*a21 +
a22*a23 + a23*a33))) + c21*(b12*(b21*(a22”2 + al2*a21 + a23*a32) + b11*(all1*a21 + a21*a22 +
a23*a31) + b31*(al3*a21 + a22*a23 + a23*a33)) + b22*(b22*(a2272 + al2*a21 + a23*a32) +
b12*(all*a2l + a21*a22 + a23*a31) + b32*(al3*a2l + a22*a23 + a23*a33)) + b32*(b23*(a2272 +
al2*a21 +a23*a32) + b13*(al1*a21 + a21*a22 + a23*a31) + b33*(al3*a21 + a22*a23 + a23*a33))) +
c31*(b13*(b21%(a2272 + a12*a21 + a23*a32) + b11*(all*a2l + a21*a22 + a23*a31) + b31*(al3*a21l
+ a22*a23 + a23*a33)) + b23*(b22*(a2272 + al2*a2l + a23*a32) + bl12*(all*a2l + a21*a22 +
a23*a31) + b32*(al3*a21 + a22*a23 + a23*a33)) + b33*(b23*(a2272 + al2*a2l1 + a23*a32) +
b13*(all*a21 + a2l1*a22 + a23*a3l) + b33*(al3*a21 + a22*a23 + a23*a33)))) +
d22*(c12*(b11*(b21*(a2272 + al2*a2l + a23*a32) + bll*(all*a2l + a2l1*a22 + a23*a3l) +
b31*(al3*a2l + a22*a23 + a23*a33)) + b21*(b22*(a2272 + al2*a2l + a23*a32) + b12*(all*a2l +
a21*a22 +a23*a31) + b32*(al3*a21 + a22*a23 + a23*a33)) + b31*(b23*(a2272 + al2*a21 + a23*a32)
+ b13*(@11*a21 + a21*a22 + a23*a31) + b33*(@13*a21 + a22*a23 + a23*a33))) +
€22*(b12*(b21*(a22”72 + al2*a21 + a23*a32) + b11*(all*a21 + a21*a22 + a23*a31) + b31*(al13*a21
+ a22*a23 + a23*a33)) + b22*(b22*(a2272 + al2*a2l + a23*a32) + b12*(all*a2l + a21*a22 +
a23*a31) + b32*(al3*a21 + a22*a23 + a23*a33)) + b32*(b23*(a2272 + al2*a2l1 + a23*a32) +
b13*(all*a21+a21*a22+a23*a31)+b33*(al3*a21+a22*a23 +a23*a33))) +c32*(b13*(b21*(a22/2
+al2*a21 +a23*a32) + bl1*(all*a21 +a21*a22 + a23*a31) + b31*(al3*a21 + a22*a23 + a23*a33))
+ b23*(b22*(a2272 + al2*a21 + a23*a32) + b12*(all*a21 + a21*a22 + a23*a31) + b32*(al3*a21 +
a22*a23 +a23*a33)) + b33*(b23*(a2272 + al2*a21 + a23*a32) + b13*(all*a21 + a21*a22 + a23*a31)
+ b33*(al3*a21 + a22*a23 + a23*a33)))) + d32*(c13*(b11*(b21*(a22”2 + al2*a21 + a23*a32) +
b11*(all*a2l + a21*a22 + a23*a31) + b31*(al3*a2l + a22*a23 + a23*a33)) + b21*(b22*(a2272 +
al2*a21 + a23*a32) + b12*(al1*a21 + a21*a22 + a23*a31) + b32*(a13*a21 + a22*a23 + a23*a33)) +
b31*(b23*(a2272 + al2*a21 + a23*a32) + b13*(al1*a21 + a21*a22 + a23*a31) + b33*(al3*a21 +
a22*a23 + a23*a33))) + c23*(b12*(b21*(a2272 + al2*a21 + a23*a32) + b11*(all1*a21 + a21*a22 +
a23*a31) + b31*(al3*a21 + a22*a23 + a23*a33)) + b22*(b22*(a2272 + al2*a2l1 + a23*a32) +
b12*(all1*a2l + a21*a22 + a23*a31) + b32*(al3*a2l + a22*a23 + a23*a33)) + b32*(b23*(a22"2 +
al2*a21 +a23*a32) + b13*(all*a21 + a21*a22 + a23*a31) + b33*(al3*a21 + a22*a23 + a23*a33))) +
c33*(b13*(b21*(a22”2 + al2*a21 + a23*a32) + b11*(all1*a21 + a21*a22 + a23*a31) + b31*(a13*a21
+ a22*a23 + a23*a33)) + b23*(b22*(a2272 + al2*a2l + a23*a32) + bl12*(all*a2l + a21*a22 +
a23*a31) + b32*(al3*a21 + a22*a23 + a23*a33)) + b33*(b23*(a2272 + al2*a2l + a23*a32) +
b13*(al1*a21 + a21*a22 + a23*a31) + b33*(al3*a21 + a22*a23 + a23*a33)))) +
d13*(c11*(b11*(b31*(a3372 + al3*a3l + a23*a32) + bll*(all*a3l + a21*a32 + a31*a33) +
b21*(al2*a31 + a22*a32 + a32*a33)) + b21*(b32*(a33”72 + al3*a31 + a23*a32) + b12*(all1*a31 +
a21*a32 +a31*a33)+b22*(al2*a31 +a22*a32 + a32*a33)) + b31*(b33*(a33”2 + al3*a31 + a23*a32)
+ bl13*(@l1*a31 + a21*a32 + a31*a33) + b23*(@l2*a31 + a22*a32 + a32*a33))) +
c21*(b12*(b31*(a3372 + a13*a31 + a23*a32) + b11*(al1*a31 + a21*a32 + a31*a33) + b21*(a12*a31
+ a22*a32 + a32*a33)) + b22*(b32*(a3372 + al3*a31 + a23*a32) + b12*(all1*a31 + a21*a32 +
a31*a33) + b22*(al2*a31 + a22*a32 + a32*a33)) + b32*(b33*(a3322 + al3*a31 + a23*a32) +
b13*(all*a31+a21*a32+a31*a33)+b23*(al2*a31+a22*a32+a32*a33))) +c31*(b13*(b31*(a33/2
+al3*a31+a23*a32) + bl1*(al1*a31 +a21*a32 + a31*a33) + b21*(a12*a31 + a22*a32 + a32*a33))
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+ b23*(b32*(a3372 + al3*a31 + a23*a32) + b12*(al1*a31 + a21*a32 + a31*a33) + b22*(al12*a31 +
a22*a32 +a32*a33)) + b33*(b33*(a3372 + a13*a31 + a23*a32) + b13*(al1*a31+a21*a32 + a31*a33)
+ b23*(al2*a31 + a22*a32 + a32*a33)))) + d23*(c12*(b11*(b31*(a33”2 + al3*a31l + a23*a32) +
b11*(al1*a31 + a21*a32 + a31*a33) + b21*(a12*a31 + a22*a32 + a32*a33)) + b21*(b32*(a3372 +
al3*a31 + a23*a32) + b12*(al1*a31 + a21*a32 + a31*a33) + b22*(a12*a31 + a22*a32 + a32*a33)) +
b31*(b33*(a33”2 + al3*a31 + a23*a32) + b13*(all*a31 + a21*a32 + a31*a33) + b23*(al2*a31 +
a22*a32 + a32*a33))) + c22*(b12*(b31*(a3372 + al3*a31 + a23*a32) + b11*(all1*a31 + a21*a32 +
a31*a33) + b21*(al2*a31 + a22*a32 + a32*a33)) + b22*(b32*(a3372 + al3*a31 + a23*a32) +
b12*(all*a31 + a21*a32 + a31*a33) + b22*(al2*a31 + a22*a32 + a32*a33)) + b32*(b33*(a3372 +
al3*a31+a23*a32) + b13*(al1*a31 + a21*a32 + a31*a33) + b23*(a12*a31 + a22*a32 + a32*a33))) +
c32*(b13*(b31*(a3372 + al3*a31 + a23*a32) + b11*(al1*a31 + a21*a32 + a31*a33) + b21*(al2*a31
+ a22*a32 + a32*a33)) + b23*(b32*(a3372 + al3*a3l + a23*a32) + bl1l2*(all*a3l + a21*a32 +
a31*a33) + b22*(al2*a31 + a22*a32 + a32*a33)) + b33*(b33*(a33”22 + al3*a3l + a23*a32) +
b13*(all*a31 + a21*a32 + a31*a33) + b23*(al2*a31 + a22*a32 + a32*a33)))) +
d33*(c13*(b11*(b31*(a33”2 + al3*a31 + a23*a32) + bl1*(all*a31 + a21*a32 + a31*a33) +
b21*(al2*a31 + a22*a32 + a32*a33)) + b21*(b32*(a33”2 + al3*a31l + a23*a32) + b12*(all*a31 +
a21*a32 +a31*a33)+b22*(al2*a31 +a22*a32 + a32*a33)) + b31*(b33*(a3372 +al13*a31 + a23*a32)
+ b13*(@l11*a31 + a21*a32 + a31*a33) + b23*(@l12*a31 + a22*a32 + a32%*a33))) +
c23*(b12*(b31*(a3372 + a13*a31 + a23*a32) + b11*(all1*a31 + a21*a32 + a31*a33) + b21*(al2*a31
+ a22*a32 + a32*a33)) + b22*(b32*(a3372 + al3*a3l + a23*a32) + bl12*(all*a3l + a21*a32 +
a31*a33) + b22*(al2*a31 + a22*a32 + a32*a33)) + b32*(b33*(a3322 + al3*a3l + a23*a32) +
b13*(all1*a31+a21*a32+a31*a33)+b23*(al2*a31+a22*a32+a32*a33))) +c33*(b13*(b31*(a33/2
+al3*a31+a23*a32) + b11*(al1*a31 + a21*a32 + a31*a33) + b21*(al2*a31 + a22*a32 + a32*a33))
+ b23*(b32*(a3372 + al3*a31 + a23*a32) + b12*(all1*a31 + a21*a32 + a31*a33) + b22*(a12*a31 +
a22*a32 +a32*a33)) + b33*(b33*(a3372 + a13*a31 + a23*a32) + b13*(al1*a31 +a21*a32 + a31*a33)
+b23*(al2*a31 + a22*a32 + a32*a33))))

5. SONUC

Gergeklestirilen calismada siirekli ortamlar mekaniginin biinye denklemlerini modellerken
ortaya c¢ikan invaryant degerler hakkinda agiklayict bilgiler verilmistir. Bilinye denklemleri
bagimsiz degiskenler olarak karsimiza ¢ikan parametreler vektorel veya tensorel formlarda
goriindiigiinden vektorlerin ve tensorlerin invaryantlar: hakkinda detayl bilgiler ele alinmistir.
Calismada kullanilan tensorler ikinci mertebeden simetrik tensorlerdir. Calismada simetrik
ikinci mertebeden bir, iki, ti¢ ve dort matrise ait invaryant degerleri belirli bir sira ve sistematik
icerisinde verilmistir. Ayrica bu invaryantlar i¢cin MATLAB programinda sembolik olarak
uygulama gerceklestirilmistir. Gergeklestirilen calismanin temel amacglarindan birisi de
MATLAB programi kullanilarak matrislere ait invaryant parametrelerinin sembolik olarak da
kolayca elde edilebilecegini gostermektir.

[lerleyen calismalarda sembolik olarak dért matris igin yapilan uygulamalarin 3x3 boyutlu
matrislerden farkli boyutlardaki matrisler i¢in hem sembolik hem de sayisal uygulamalarinin
yapilmasi1 hedeflenmektedir.

CIKAR CATISMASI

Yazarlar, bilinen herhangi bir ¢ikar ¢atigmasi veya herhangi bir kurum/kurulus ya da kisi ile
ortak ¢ikar bulunmadigini onaylamaktadirlar.

YAZAR KATKISI

Calisma, Bekir AKSOY un Mustafa Resit USAL danismanliginda yapmis oldugu yiiksek lisans
tezinden tiretilmistir.
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